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第２章第２章第２章第２章    行列行列行列行列    

    
2.12.12.12.1    行列の四則計算行列の四則計算行列の四則計算行列の四則計算    
 
数を長方形（正方形も含める）に並べ，これにまとまりをつけるため通常丸括弧で括っ

て表したものを行列行列行列行列 matrixという．例えば 







43
21

,  





654
321

,  
















65
43
21

,  
















987
654
321

,  
1 2 3 4
5 6 7 8
9 0 1 2

 
 
 
  

 

( )21 ,  





2
1

,  ( )321 ,  
















3
2
1

,   ( )1 ， 
2 3

1 2
2 3

 
 
 −  

，
1 1

1 1
i

i
+ 

 − 
 

のようである．丸括弧以外に，
a b
c d

 
 
 

 や 
a b
c d

 のような記号が使われることもある．

行列には通常大文字のラベルを付ける．例えば 





=

654
321

A のようにする．行列の横

の並びを行行行行 rowといい，上から第１行，第２行，．．．という．また，縦の並びを列列列列 column
といい，左から順に第１列，第２列，．．．という．行の数がｍで列の数がｎのとき，その行

列はm n× 型あるいは ( , )m n 型という．上の Aは２×３型である．正方形の行列は正方行列正方行列正方行列正方行列

square matrix    といい，その型は n n× 型であるが，簡単に n次という． 
１つの行または１つの列からなる行列は行ベクトルや列ベクトルと同じである．１次の

行列は、実質的に数と同じである．従って， ( )a a=  と同一視する． 

行列を構成する数を成分成分成分成分 componentといい，その数が第 i行と第 j列に属するとき， 
( , )i j 成分という． 

行列 Aの ( , )i j 成分を ija のように２重添え字２重添え字２重添え字２重添え字 double index を使って表わすと便利であ

る． 

    

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
   
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このとき簡単に ( )ijaA =  と表わすことがある． 

２つの行列 ( )ijaA = , ( )ijbB =  について，両者の型が同じで，対応する成分がすべて 

同じとき， AとBは等しい等しい等しい等しい equalといい BA =  と表す． 

例えば 





=

232221

131211

aaa
aaa

A , 





=

232221

131211

bbb
bbb

B  は同じ型である． BA = となるのは

)3,2,1;2,1( === jiba ijij  が成り立つ場合となる． 

型の同じ２つの行列 ( )ijaA = , ( )ijbB =  について，その和和和和 sum BA +  を 

( )ijij baBA +=+  

で定める．また行列 ( )ijaA = の k倍（スカラー倍スカラー倍スカラー倍スカラー倍    scalar multiple）を  

( )ijkakA =  

で定める．これらはもとの行列と同じ型の行列である． 
 

すべての成分が 0 である行列を零行列零行列零行列零行列 zero matrixといい O  で表す． 行列 ( )ijaA =

に対して A− を ( )ijA a− = −  で定める． AA )1(−=−  である． 

型の同じ２つの行列 ( )ijaA = , ( )ijbB =  について， ( )A B+ −  を簡単に A B−  と書き, 

A  からBを引いた差差差差 differenceという．従って， ( )ij ijA B a b− = −  となる． 

例えば，
1 2 3 1 3 3

,
0 4 2 3 1 0

A B
− −   

= =   
   

のとき 

 
2 5 6 3 6 9 0 1 0

, 3 ,
3 5 2 0 12 6 3 3 2

A B A A B
− −     

+ = = − =     −     
 である． 

また，
cos sin 1 313 3

2 3 1sin cos
3 3

π π

π π

 −   −
=         

， 
1 1

1 1
i i

i
i i

−   
=   −   

（ 1i = − ） 



2.1  行列の四則計算 37 

 

同じ型の行列 , ,A B Cについて 
  ABBA +=+  
  )()( CBACBA ++=++  
  AAOOA =+=+  
  OAAAA =+−=−+ )()(  

が成り立つ． 
 
証明 ,A Bが 2×３型行列の場合について交換律： ABBA +=+  を示す． 

( ) ( ),ij ijA a B b= = とおく． 数の交換律より ( 1, 2; 1, 2, 3)ij ij ij ija b b a i j+ = + = = であ

るから ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ijA B a b a b b a b a B A+ = + = + = + = + = +  が成り立つ．（終） 

   
実数を成分とするm n× 型の行列の全体を， ( )m nM R× で表わすことにする． 

1m = や 1n = の場合は数ベクトルの集合を表わすので 

1 3 3 1 3
3( ) , ( )M R R M R R× ×= =  

である．また，３×２型の行列の全体 3 2 ( )M R× は行列の加法について加法群をなす． 
一般に， ( )m nM R× は行列の加法について加法群をなす．更に 
 

同じ型の行列 ,A Bとスカラー ,k lについて 
 ( )k A B kA kB+ = +  
 ( )k l A kA lA+ = +  
  ( ) ( )kl A k lA=  
    1A A=  

 
であるから， ( )m nM R× は実数をスカラーとするベクトル空間でもある． 
 

2 2 ( )M R×  の元で次のような特別な形のものを考えよう． 

11 12 21 22

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1
E E E E       

= = = =       
       

 

とおく．これらを 2 2 ( )M R×  の行列単位行列単位行列単位行列単位 matrix unit という．  

  11 12 21 22

a b
aE bE cE dE

c d
 

= + + + 
 

 

であるから， 2 2 ( )M R× の各元は４つの行列単位の 1次結合で表わされ， 11 12 21 22, , ,E E E E は 
1次独立であるから， 2 2 ( )M R×  は４次元のベクトル空間と考えられる． 
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( )ijaA =  がm n× 型で，行列 ( )ijbB =  が n p× 型であるとする．ここで Aの列数とBの

行数が同じnである．行列の積積積積    product AB  を次のように定義する． 

( )ijAB c= ， 1 1 2 2ij i j i j in njc a b a b a b= + + +  

すなわち， ABはm p× 型で，その ( , )i j 成分は Aの第 i行とBの第 jのn個の成分を順に

かけたものの和であり，
1

n

ik kj
k

a b
=

∑ と表すことができる．  

例えば 







+++
+++

=












232213212222122121221121

231213112212121121121111

232221

131211

2221

1211

babababababa
babababababa

bbb
bbb

aa
aa

 

 
 どんな２つの行列も積が定義できるわけではない．もし ,AB BA  が共に定義できても，
両者が同じ型とは限らない．例えば A  を 2 3× 型，Bを3 2× 型とすると，ABは 2 2× 型，

BA  は 3 3× 型である． 
 

 
0 3 1 4

,
1 2 3 2

A B
−   

= =   
   

 のとき，
9 6 4 5

,
5 8 2 13

AB BA   
= =   

   
 となる．ここでは 

AB BA=  は満たされていない． 
正方行列の積について， AB BA=  がなりたつとき， AとBは可換可換可換可換    commute であると 
いう． 

ｎ次行列 ( )ijaA =  の成分で nnaaa ,,, 2211 を（主主主主）対角成分対角成分対角成分対角成分 diagonal componentとい

い，対角成分以外の成分がすべて 0 であるとき Aは対角行列対角行列対角行列対角行列    diagonal matrixという．対
角行列で，対角線成分がすべて 1 である行列を単位行列単位行列単位行列単位行列 unit matrix, identity matrixと
いい， I  や E  で表わす． n次単位行列は nE  で表わすことがある． 

 2

1 0
0 1

E  
=  

 
 は２次の単位行列であり， 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

E
 
 =  
  

は３次の単位行列である． 

  単位行列 E  と数 a  に対し， aE  という形の正方行列をスカラー行列スカラー行列スカラー行列スカラー行列という．２次の 
スカラー行列は，２次の正方行列と可換である． 
  
ここで，単位行列 I  を扱うのに便利な記号 
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1 (
0 (ij

i j
i j

δ
=

=  ≠

のとき）
のとき）

  （クロネッカーのデルタ）クロネッカーのデルタ）クロネッカーのデルタ）クロネッカーのデルタ） 

を用いると， ( )ijI δ=  と表わされる． 

 
単位行列 I との積について， 
 AIAAAI == ,  

が成り立つ． 
 

証明 ( )ikA a=  が ( , )m n 型で， ( )kjI δ=  は n次であるとし， AI A=  を示す． 

行列の積とクロネッカーのデルタの性質から，AI  の ( , )i j 成分 
1

n

ik kj
k

a δ
=

∑  は，k j= を除

いて 0 であるから，
1

n

ik kj ij
k

a aδ
=

=∑  がなりたつ．（終） 

 
スカラー kと行列 ,A Bの積について 
 ( ) ( ) ( )kA B A kB k AB= =  
行列の和と積が定義されているとき 
  ( )A B C AB AC+ = +    （左）分配法則分配法則分配法則分配法則 (left) distributive law 
  ( )A B C AC BC+ = +   （右）分配法則分配法則分配法則分配法則    (right) distributive law    
が成り立つ． 

 
証明  左分配法則を示す．和と積が定義されるように Aをm n× 型で， ,B Cをn p× と

し， ( )ikA a= ， ( ) ( ),kj kjB b C c= =  とおく． 

 ( )A B C+ の ( , )i j 成分＝ ( )
1

n

ik kj kj
k

a b c
=

+∑ ＝
1

n

ik kj
k

a b
=

∑ +
1

n

ik kj
k

a c
=

∑  

           ＝ ABの ( , )i j 成分＋ ACの ( , )i j 成分＝ AB AC+ の ( , )i j 成分 
これが，すべての 1,2,...,i m=  とすべての 1,2,...,j p=  について成り立つ．（終） 

 
３つの行列 CBA ,,  について、型が順に m n× , n p× , p q× であれば、２組の積

)(,)( BCACAB が定義されるが、両者は等しい。即ち 
)()( BCACAB =   結合法則結合法則結合法則結合法則    associative law 

が成り立つ． 
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 証明 （後に一次変換を使った別証明をする）． ここでは， , , ,m n p qはいずれも１か２
か３を想定しているが，任意の自然数でも成り立つ． 
各行列の型の設定から，ABの型はm p× ，BCの型はn q× であり，( )AB Cと ( )A BC は

共に同じ型 m q×  である． 

 ( ) ( ), ( ),ik kl ljA a B b C c= = =  とおく．まず， AB  の ( , )i l  成分が 
1

n

ik kl
k

a b
=

∑  だから，  

( )AB C  の ( , )i j 成分は 
1 1

p n

ij ik kl lj
l k

u a b c
= =

 =  
 

∑ ∑  である．一方，BC  の ( , )k j 成分が 

1

p

kl lj
l

b c
=
∑  だから， ( )A BC  の ( , )i j 成分は 

1 1

pn

ij ik kl lj
k l

v a b c
= =

 
=  

 
∑ ∑ である．ここで 

1 1

p n

ij ik kl lj
l k

u a b c
= =

 =  
 

∑ ∑ ，
1 1

pn

ij ik kl lj
k l

v a b c
= =

 
=  

 
∑ ∑ はnp個の項 ik kl lja b c を表現するとき， ,i jを使

わない記号 klw を用いると，
1 1

p n

ij kl
l k

u w
= =

 =  
 

∑ ∑ ，
1 1

pn

ij kl
k l

v w
= =

 
=  

 
∑ ∑ である．それらは次図で 

     

11 12 1 1
1

21 22 2 2
1

1 2
1

1 2
1 1 1

p

p l
l
p

p l
l

p

n n np nl
l

n n n

k k kp
k k k

w w w w

w w w w

w w w w

w w w

=

=

=

= = =

∑

∑

∑

∑ ∑ ∑

 

縦合計と横合計の総和を表わしていて，加法の順序の違いだけであることがわかり， ij iju v=

である．この式がすべての  1,2,..., ; 1, 2,...,i m j q= =  について成り立つので，
)()( BCACAB =  がなりたつ．（終） 

 

 実数を成分とする n次の行列の全体 ( )n nM R×  を ( )nM R  とおく． 
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2 ( )M R  は，行列の加法について，アーベル群をなし，行列の積について 
   (0) 2 2, ( ) ( )A B M R AB M R∈ ⇒ ∈  
   (1) すべての 2, , ( )A B C M R∈ について ( ) ( )AB C A BC=  

(2) 2 ( )I M R∈  はすべての 2 ( )A M R∈  について AI IA A= =   
を満たす．更に加法と乗法（積）の間に 
  (3) すべての 2, , ( )A B C M R∈ について ( )A B C AB AC+ = +  
        すべての 2, , ( )A B C M R∈ について ( )A B C AC BC+ = +  
が成り立つ． 

  任意の nに対して ( )nM R  が同様の条件を満たす． 
 
 加法についてアーベル群をなし，更に乗法について (0), (1), (2)，(3) を満たすような集
合は，その演算で環環環環 ring をなすという． 
既に示したように， 2 ( )M R において AB BA=  とは限らない． 2 ( )M R  は非可換環非可換環非可換環非可換環    

noncommutative ring であるといえる． 
 
 ｎ次行列 Aについて，あるｎ次行列 X が存在して 
  IXAAX ==  

を満たすとき， Aは正則正則正則正則 regularであるという． Aが正則のとき，上の行列 X は只１つで
ある．そこで X を Aの逆行列逆行列逆行列逆行列    inverse matrixといい， 1−A で表す． 
 X が存在するとき只１つであることの証明 

A  に対して， X  が IXAAX ==  を, 'X  が ' 'AX X A I= =  を満たすとする． 
このとき， ( ') ( ) ' ' 'X XI X AX XA X IX X= = = = =  だから 'X X=  である．（終） 
 
  正則という用語は，理解しにくいかも知れない．逆行列があることだから，可逆行列可逆行列可逆行列可逆行列    
invertible matrix という方が馴染むかもしれない．また，環の用語から，単元単元単元単元    unit とい
ってもよい． 
 

２次の行列 
a b

A
c d

 
=  

 
 について， 0ad bc− ≠  のとき， A  は正則であり， 

   1 1 d b
A

c aad bc
− − 

=  −−  
 

である． 0ad bc− =  ならば， A  は正則ではない． 

解説 1A−  を定義に従って求めよう．行列 
x y

X
z w

 
=  

 
 が AX I=  を満たすとすると， 

1 0
0 1

ax bz ay bw
AX

cx dz cy dw
+ +   

= =   + +   
    (1) 
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成分を比較して 

    
1 0

,
0 1

ax bz ay bw
cx dz cy dw

+ = + = 
 + = + = 

        (2) 

これより 

    
( ) ( )

,
( ) ( )
ad bc x d ad bc y b
ad bc z c ad bc w a

− = − = − 
 − = − − = 

    (3) 

よって 0ad bc− ≠  ならば , , ,x y z wが定まり 1 d b
X

c aad bc
− 

=  −−  
 となる． 

X  をこのように定めると AX I=  を満たすが，さらに 
1 01
0 1

d b a b
XA I

c a c dad bc
−     

= = =     −−      
 

だから，X  は A  の逆行列である．一方， 0ad bc− =  ならば， , , ,x y z w存在すれば (3) 
より， 0a b c d= = = =  となり (1) の右辺が零行列となるので， A  の逆行列は存在しな
い． 

例えば 





=

43
21

A  のとき， 2ad bc− = − から， 1
2 1
3 1
2 2

A−
− 

 =  −  
である． 

 

2, ( )A B M R∈  が正則ならば 

  1A− も正則であり， ( ) 11A A
−− =  

ABも正則であり， ( ) 1 1 1AB B A− − −=  

である． 
 
証明 Aが正則で，その逆行列を 1X A−= とする．XA AX E= = が成り立つので，X は
正則で，その逆行列は Aであるといえる． 
 ,A Bが正則とし，それらの逆行列を 1 1,X A Y B− −= =  とする．このとき結合法則から 
( )( ) ( )AB YX A BY X AEX AX E= = = = ，( )( ) ( )YX AB Y XA B YEB YB E= = = =  だから 

ABは正則で， 1 1YX B A− −=  はその逆行列であるといえる．（終） 
 
行列が正則であるか否かの判定法や，実際の逆行列の求め方は，行列の理論の主要なテ

ーマでもあり，今後いろいろな方法が現われる． 
 
行列の加法や乗法をみると，実数の四則計算との類似点が多々あるが，乗法における 
いくつかの点で大きく異なっている．逆行列の扱い方の他に次を注意すべきである． 
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  ,A O B O≠ ≠  でも AB O≠  とは限らない．例として，
2 6 3 3

,
1 3 1 1

A B
−   

= =   −   
 を

とると， AB O=  が満たされる．このように行列 ( )A O≠ で，ある ( )B O≠ が存在し，

AB O= またはBA O= となるとき， Aは零因子零因子零因子零因子    zero divisor であるという． 
,AB AC A O= ≠  から B C=  であるとは限らない．同様に ,AC BC C O= ≠  から 

A B=  であるとは限らない．即ち，一般には左または右からの簡約簡約簡約簡約    cancellation ができ
ない． 

 
練習問題練習問題練習問題練習問題 2.12.12.12.1        
(1) 次の行列の積を計算せよ． 

① 





−




 −
11
42

53
12

   











2
3

14
32

         ( ) 





4
3

21  

② 






















352
114

13
34
21

   























13
34
21

352
114

     ( )132
1
5
1

−















 

③ 















−




 −

502
221

230

412
311

  















−

















−−
−

4
1

2

520
412
301

  
































−−
−

963
852
741

520
412
301

 

(2) 行列 CBA ,, を )482(=A , 
















−
=

1
6
4

B , 














 −
=

120
103
182

C  とする。次の計算 

をせよ。ただし、定義されないものについてはその旨答えよ． 
   AB   AC   BC   CC   BA   CA   CB  

(3)  ① 





−

−
=





=

11
33

,
31
62

BA のとき， OBAOAB ≠= , であることを確かめよ． 

② 





=





=





=

01
10

,
11
00

,
22
11

CBA のとき， OAACAB ≠= , だが CB ≠ であ

ることを確かめよ． 

③ 





=





−

−
=

21
11

,
11
12

XA のとき， EXAEAX == , であることを確かめよ． 

(4)     ① 次の行列は正則であるか．正則のときはその逆行列を求めよ． 
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  

















10
01

,
31
62

,
54
32

, 





sr
qp

 

②    





=

a
A

10
25

 が正則であるための条件を求め，逆行列を求めよ． 

(5)  ① 















=

















−
−

−
=

3510
123
247

,
255
111

021
XA のとき， EXAEAX == , であることを 

確かめよ． 

②    
















−
−=

132
012
001

A , 















=

134
012
001

B  とする．Aの逆行列はBであることを示せ． 

③ 















=

c
b

a
A

00
00
00

 は 0≠abc ならば正則で















=

−

−

−

−

1

1

1

1

00
00
00

c
b

a
A  を示せ． 

(6)  





=





=

21
73

,
12
25

BA のとき，次の行列を求めよ． 

11111 ,,)( −−−−− BAABAB  

(7)  ① ２次行列
5 0
4 2

 
 − 

を３つの行列 





−−





−

−






21

13
,

43
12

,
43
21

の１次結合 

で表わせ．また
5 0
4 22

 
 − 

 はこれら３つの行列の 1次結合で表わせないことを示せ． 

② 次の行列の組は１次独立であるか否か調べよ． 

     





−





−




 −
13

12
,

18
53

,
12
31

 

③ 次の行列の組が１次従属になるように kの値を定めよ． 

     





−




 −−





 −





 −
134
12

,
13
21

,
105

71
,

3
52

k
 

 (8) 次を示せ． 
① ,A Bが２次行列で， ABが正則ならば， ,A Bはともに正則である． 

② Aが２次行列で， 3A E= ならば， Aは正則である． 
③ Aが２次行列で， 3A O= ならば， Aは正則ではないが， ,E A E A− + は共に正則 
である． 
④ Aが２次行列で， 2A A E O− + = ならば， Aは正則である． 


